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1. EinfGhrung

Wie in vielen Wissenschaften bewahrt sich auch in der Medizin der vielfaltige Einsatz
mathematisch-naturwissenschaftlicher Methoden. Man denke etwa an die
mathematischen Grundlagen der Computertomographie sowie den Einsatz von
statistischen Methoden, um nur zwei Beispiele zu nennen.

Hier im Beitrag werden beispielhaft zwei gut zum Mathematiklehrplan der Oberstufe
passende Anwendungen aus den folgenden Bereichen behandelt:

- Aufnahme und Abbau von Medikamenten
- Mathematische Beschreibung von Epidemien

Lehrplanbezug

Im allgemeinen Teil des Lehrplans der Oberstufe AHS wird der anwendungs-
orientierte Aspekt von Mathematik angesprochen:

- Der Unterricht soll aufzeigen, dass Mathematik in vielen Bereichen des
Lebens (Finanzwirtschaft, Soziologie, Medizin usw.) eine wichtige Rolle spielt.

- Anwendungsorientierte Kontexte verdeutlichen die Nutzlichkeit der
Mathematik in verschiedenen Lebensbereichen und motivieren so dazu,
neues Wissen und neue Fahigkeiten zu erwerben.

Vom inhaltlichen Teil des Lehrplans sind speziell Folgen (6. Klasse) und dynamische
Prozesse (8. Klasse) relevant:

- Verwenden von Folgen zur Beschreibung diskreter Prozesse in
anwendungsorientierten Bereichen.

- Beschreiben von Systemen mit Hilfe von Wirkungsdiagrammen,
Flussdiagrammen, Differenzengleichungen oder Differentialgleichungen;
Untersuchen des dynamischen Verhaltens von Systemen, Lésen von
einfachen Differentialgleichungen, insbesondere y’=k.y

Lernen mit technologischer Unterstitzung:

Gerade bei dynamischen Systemen ist die Verwendung von Software nitzlich.
Diskrete Modelle lassen sich gut mit einer Tabellenkalkulation behandeln, fur die
Lésung von Differentialgleichungen kann eine geeignete Computeralgebra —
Software verwendet werden.

2. Medikamentenaufnahme und —abbau

Fidr die Behandlung in der Schule ist eine Vereinfachung der medizinischen
Grundlagen notwendig, z.B. in der Terminologie, aber auch bei der Beschreibung der



Vorgange im Korper selbst. Viele Eigenschaften von Medikamenten missten
genauer betrachtet werden. Fragen kénnten auftreten wie etwa: Wie wird ein
Medikament eingenommen, wie und in welchen Bereich des Kérpers verteilt es sich,
wie und in welcher Form wird es abgebaut (z.B. exponentiell oder linear), wirkt es
sofort wie z.B. bei einer Injektion bestimmter Mittel direkt ins Blut,...) usw.

2.1 Periodische Aufnahme — prozentuelle Abnahme

Einem Patienten werden in regelmaBigen Abstanden je z Einheiten des Wirkstoffs
eines bestimmten Medikaments verabreicht. In einer Zeitperiode (Zeitspanne
zwischen zwei aufeinander folgenden Zeitpunkten) wird der Wirkstoff aufgenommen,
bis zum Ende der Zeitperiode werden p% der am Beginn im Korper befindlichen
Wirkstoffmenge abgebaut. Berechne mit z=10 p=20 und my=0 die Wirkstoffmenge im
Kérper m, zu den Zeitpunkten 1, 2, 3, ... (jeweils direkt nach Aufnahme)!

Diskretes Modell:
Wir nehmen an: Die Wirkstoffmenge wird zu den Zeitpunkten 0, 1, 2, 3, ...
angegeben. In jedem Schritt kommen zu m,, (vorhandene Menge) z Einheiten dazu,

p% von m, werden abgebaut.
My,1 =M, +z—-q-m, mit Anfangswert mo und g=p/100
My =My+10-02-m, = 08-m, +10

Berechnung in der Tabellenkalkulation (hier mit NSPIRE):

Eintragungen in der Tabelle: 1.1 BOG AUTO REELL H
A B Cn D m n BBm ﬁ'
=seq
=seq(..
1 mo | M0:=0 0 | =mo s g
5[z |z:=10 1 | =d1+z-qd1 . I
: p 2 18.
3 P:=20 2 =d2+z-qd2 . 5 oaa
4 Q':p/1 00. 3 =d3+Z-q'd3 4| »952 ||
: i
| ni=seqlii,0,30)
A1-A4: Bezeichnungen als Texteintrag ﬁ 506 AUTO REELL =
B1-B4: Festlegung der Variablen. Tm
In Spalte C Zeitpunkte von 0 bis 30: '
=seq(i,i,0,30)
Grafische Darstellung als Streuplot. Man
kénnte anhand des Bildes zur Vermutung
kommen, dass die Folge einen Grenzwert o’ k
hat. Eine Beschrankung der Wirkstoff- 10 e 4
menge ist auch plausibel, da die Zufuhr B {S‘v*‘f‘*j S
immer gleich groB ist, die Abnahme jedoch | ”~" 1 “_ :
mit wachsender Wirkstoffmenge gréBer

wird.



Vermutung tber den Grenzwert: Im
Grenzfall sollen die Werte beim Ubergang
von m, auf m,,1 gleich bleiben.

Mpiq =My

m,=m,+z-q-m,

m, =2 =19 _s5g
q 02

(Man kénnte den Grenzwert auch mit Hilfe
von geometrischen Reihen berechnen.)

Die Abbildung zeigt eine fallende Folge
(Startwert gréBer als der Grenzwert),

Kontinuierliches Modell:

Das Medikament soll nun kontinuierlich zugefiihrt werden, z.B. durch eine Infusion.
Wir erhalten fUr die Zeitspanne At:
m(t+ At) = m(t) + At-(z—q-m(t))
Differenzenquotient (mittlere Anderungsrate) im Intervall [t,t + At] :
m(t+ At) —m(t)
At
Mit At — 0 ergibt sich die Differentialgleichung
m’(t) =z-q-m(t)

=z—q-m(t)

Lésung:

Ableitung der Gleichung: m™(t) =—q-m’(t)

Losung dieser Gleichung: m'(t)=c-e %' (c Konstante)

(da die Lésung der Gleichung f(x) =k-f(x) gleich f(x) =c-ekX ist)

Einsetzen in die urspriingliche Gleichung ergibt c-e 9! = z—q-m(t)
Berechnung von m(t):

m(t) = l(z —c-e
q

Z.B. fir m(0)=0 erhélt man c=z und damit

m(t) = 2(1 —e 9 pzw. m(t)=50(1—e %) mit den konkreten Werten.
Es ergibt sich also eine exponentielle Annaherung an z/q.

Lésung mit NSPIRE:

Wir verwenden in der Anweisung _ﬁm BOG AUTO REELL i
A

,deSolve* statt t und m(t) die Variablen x PR
und y: PR R y=c5-e 9%+ L
g




Die Konstante (e5) kann mit Hilfe des Anfangswerts m(0)=0 (x =0 Ay =0) berechnet
werden.

]J=C5-E_q'x+£[y=0 and x=0 =£+c.5 glr,x);=55.e"§"x+£|cs=3 Feriig
o i 7 g
solve(0=£+c5,c5) c5=—= 3':1’) £ g 3%,
z & g q
Mit dem Ausdruck fir ergibt sich die
Funktion g mit
o
g(x) =2 (1-e79%) bzw. al)2. et
9 1040 q q .
9(x) =50(1-e70%%) Ge oy

2.2 Aufnahme und Abbau von Medikamenten (Bateman-Funktionen)

Annahmen: Die Aufnahme eines Medikaments erfolgt mit einer einmaligen
Medikamentengabe (zum Zeitpunkt t=0). Man stellt sich sowohl die Aufnahme in den
Wirkungsbereich als auch den Abbau als Diffusionsprozesse vor. Beide Prozesse
verlaufen exponentiell. Vom ersten Depot (ma) gelangt der Wirkstoff in den
Wirkungsbereich (mb); gleichzeitig mit der Aufnahme wird dort wieder abgebaut.

N

ma —» mb —> T

Aufnahme Abbau

Diskretes Modell:
ma,,q =ma, —z-ma,
mb,,4 =mb, +z-ma, —a-mb,
Anfangs wird einmalig die Menge mag=b zugefihrt.
z ... Aufnahmerate ; a ... Abnahmerate

Eintragungen in der Tabelle:
A B Ct Dma |Emb
=s
1 | ma0 | 150 0 | =bi =b2
2|mb0 | O 1 =d1-zd1 | =e1+z.d1-a.el
3|z z:=.15 2 | =d2-zd2 | =e2+z.d2-a.e2
4| a a:=0.2 3 | =d3-zd1 | =e3+z.d3-a.e3




Mit den gewahlten Werten ergibt sich ﬁ 508 AUTS FEELL il
der dargestellte typische :

Kurvenverlauf. Es nimmt mb durch 80 %
den Ubergang von ma zunachst zu
und dann durch den Abbau
wiederum ab, wenn ma zu gering ist. h
Mit dem Modell in der Tabellen- )

kalkulation kann bereits gut
experimentiert werden. Durch 10 (g,ma)

Anderung der Konstanten z und a x

sowie der Anfangsmenge kann der 2 35

A X PE N " R e
o
P

Kontinuierliches Modell

Die Eigenschaften der Bateman-Funktionen selbst kann man allgemeiner mit Hilfe
eines kontinuierlichen Modells untersuchen.
m, (t+At) =m,(t) + At-(=z-my,(t))

My (t+ At) =my (1) + At-(z-my4(t) —a-my(t))

my, (t+ At)—my (1)

=-z-my(t)
At
mb(”AAt:_mb(t) =z-my(t)-a-my(t)

Mit At — 0 erhélt man die beiden Differentialgleichungen:
m, (t)=-z-m,(t), my’(t)=z-m,(t)—a-my(t)

Von der ersten Gleichung ist die Lésung bekannt mit m,(t) = b-e™?t

(b Anfangsmenge mit b=m,(0)).

Eingesetzt in die zweite Gleichung ergibt m,’(t)=z-b-e”
Schreibweise mit y:

Durch Einsetzen von y =my, ergibt sich y'(t) = z-b-e?t-a-y(t)

zt_a.my(t).

Diese Gleichung kann (etwas ,trickreich“) gel6st werden:
Wir multiplizieren zunachst die Gleichung mit €' und formen um:
y(t)-e?t=zb-e@ 2 _a.y) e*!

a-z)-t

y'(t)-e®t+a-yi)-e?t=z-b-e

Die linke Seite der Gleichung kann als Ableitung geschrieben werden (Produktregel):
(y(t)-e*')=z-b-e@?"

Nun mussen zwei Falle unterschieden werden:
1.Falla#z

y(t) . ea‘t — ﬂ . e(a—z)'t +C
a-z



Berechnung der Konstanten C: y(0)=0= zb +C bzw. C= _zb

a-z a-z
‘b _t Z-'b
ty.eat = 20 S@-2t_20
v a-z a-z
y(t) = ﬂ.(e—z-t _e—a~t)
a-z

2. Falla=z
(y(t)-e*YY=z-b-e®' =z-b
y(t)-e*'=z-b-t+C
Aus y(0)=0 folgt C=0 und damit ergibt sich: y(t)=b-z-t-e™%*

Lésung mit NSPIRE:

Mit ,deSolve“ kann die Differentialgleichung in der angegebenen Form gelést werden.
Statt der zunachst ausgegebenen Konstanten ¢4 wird ¢ verwendet. Die Berechnung
der Konstanten erfolgt unter der Bedingung, dass y=0 und t=0.

1. Fall

T
g b-ete-
y=c-g * f——z,c:)[y=0 and /=0
Z—iF

delolvely'=z-bre 7 gy,
& ove(y s @k _ colve
be

y=cd-e -
Z—a bz

Der Ausdruck sollte anschlieBend noch in
eine Ubersichtlichere Anordnung gebracht |
werden. z-a z—a

Analog kann auch der zweite Fall mit (a=z)

I e e '2"2'_ .
behandelt werden. des‘:‘l"e(y =z-be” -z y,;,y)

y=lp-t-z+e5)-e 17

Darstellung der Funktion mit z=0,15,
a=0,2 und y(0)=b=150:

solve (y=(b-f-z+c:|- e -f'z,c)[y=0 and =0 c=0

Mit y(t) =az;b-(e_z't —e™ 1) ergibt sich die Funktion f:
—-Z
. g0 17
f‘:x):=£-(e-z'x—e'a'x) Fertig
g—E
ghli=Ax)la=.2 and z=.15 and =150  Fertig Eessd ama600)
ezactlgh]) HEN filx)-gl
a50-e ° e 20 —1
) 5,
[ 30.29




Berechnung der Extremstelle

d I P S L. S x-(‘z—aj_ . TE_ ol x(z—a)
_(f(x:') g (a € € Z) € Z solve ( € € z) € z=0,x
dx s Z-
Die Extremstelle ergibt sich damit ln(i)
— In(z) —1In b
allgemein mit In(z)~In(a) ZZ g orxe=—Cand Lx0
Z—a - Z—a frf

2.3. Abbau von Alkohol im menschlichen Korper

Annahmen: Zum Zeitpunkt t=0 wird eine bestimmte Menge Alkohol aufgenommen.
Dieser gelangt Uber den Magen-Darm-Trakt (exponentieller Abbau) ins Blut. Dort wird
pro Stunde jeweils eine konstante Alkoholmenge abgebaut (Sattigung des
Abbauprozesses in der Leber).

Angegeben wird haufig der Abbau zwischen 0,1 und 0,2 Promille pro Stunde (wir
rechnen hier mit 0,12 Promille — das entspricht einem Abbau von 0,002 Promille pro
Minute).
Diskretes Modell
Abbau im Darm proportional zu ma; Der Abbau a im Blut ist konstant.

ma,,q =ma, —z-ma,

mb,.1 =mb, +z-ma, —a
Berechnung in der Tabellenkalkulation:

Einige Annahmen fir Zahlenwerte (Berechnung mit Schrittweite 10min):
Innerhalb einer Stunde ist der GroBteil des Alkohols im Darm abgebaut.

Z.B.: 5% Abnahme in einer Minute. Nach einer Stunde: (0,95)%° = 0,05

Schrittweite 10min: (0,95)'° =~ 0,6 ; Z.B. Wahl von z mit z=0,04
a=0,02 Abbau im Blut innerhalb von 10 Minuten.

Formeln in der Tabellenkalkulation analog zu den Bateman-Funktionen:
Z.B.: Spalte C: =seq(i,i,0,300,10); d2:=d1-zd1; e2:=el+zd1-a

L] BOG AUTO REELL m| |« 2.2 BOG AUTO REELL 7]

(f,mf:l:l

(f,ma:l
0.05 x

{50 20 \;ffl
~




Kontinuierliches Modell:

Analog zu den Batemanfunktionen erhalt man die beiden Gleichungen
ma,(t) =-Z-My(t), mb,(t) =z-my(t)-a

und deren Lésung:
my(t)=-b-e*'—a-t+b =b-(1-e™*")—a-t

Darstellung einiger Funktionsgraphen mit NSPIRE:

f{a::':=f;'-(1—e_z'x)—a-x Fertig| 0.5 17
glx)i=Ax)lp=.4 and 2=.002 and z=.05  Fersig
=0.6

Die Funktionsgraphen in der Abbildung F10e =gl b=0.5
ergeben sich aus unterschiedlicher d "‘"‘*ﬁ:=0h
Aufnahmemenge.

.05 =03

204 10 200

3. Epidemiemodelle

3.1 Ein einfaches Dreiklassenmodell (S — | — R)
In diesem ,klassischen® Modell wird die Population in drei Klassen untergeteilt:

S (Suszeptible): Gruppe der Population, die mit einer bestimmten Krankheit
infiziert werden kann.

I (Infizierte): Von dieser Gruppe wird die Infektion in die Population Gbertragen.
R (Removed): Die Gruppe, die die Infektion Gberwunden hat bzw. daran
gestorben ist.

Zu jedem Zeitpunkt t gilt, dass die Summe S(t)+1(t) + R(t) =N konstant ist.

Infektion U

Diskretes Modell:

Sn+1=Spn —b-Sy-in
inp1 =ip +b-8y-ip—a-iy
41 =M T8I,

Die Anzahl der Ubergénge von S zu | hangt von S und | ab und wird proportional zum
Produkt s, -i, angenommen. Die Anzahl der Ubergange von | zu R soll proportional

zu | sein.
Bedingungen fur den Beginn der Berechnung: so>0, io>0, ro=0

8



Das diskrete Modell kann gut mit einer Tabellenkalkulatlon behandelt werden:

Eintragungen in der Tabelle (Spalten D, E, ] BOG AUTO REELL
F):
D sn E in Frn

1 [ =b1 =b2 0

2 | =d1-bd1'el | =el+bdi'et-ael | =f1+ael

3 | =d2-b'd2e2 | =e2+bd3e2-ae2 | =f2+ae2

4 | =d3-b'd3e3 | =e3+b'd3e3-ae3 | =f3+ae3
Die Grafik zeigt einen typischen ¥
Kurvenverlauf. Die Anzahl der Infizierten
nimmt zun&chst zu, mit dem Rickgang an (2,57)

Suszeptiblen geht allerdings auch die

Anzahl der Infizierten zurlck. (f’m)

(f,fn:'

i
2

Einige Eigenschaften des Modells:

Unter welchen Bedingungen kann eine Epidemie tberhaupt ausbrechen?

Bedingung fir das Entstehen einer Epidemie ist, dass, die Anzahl der Infizierten |
wachst. Dazu muss fur die Anderungen aus den Modellgleichungen gelten:

b-Sg-ip—aig>0 = ip-(b-sp—a)>0 = so>%

Wenn sg < %, so nimmt die Anzahl der Infizierten ab und es gibt nach diesem

Modell keine Epidemie. Es ergibt sich aus der Ungleichung, dass die Anzahl der
Infizierten nicht konstant bleibt.

Warum hért eine Epidemie wieder auf?

Wird das Ende einer Epidemie erreicht,
weil es zu wenig Infizierte oder zu wenig | 12p |V
Suszeptible gibt? R 1) (t,7n)
Zunachst kann man experimentieren: ’
Far die Berechnung wurden hier so=100,
i0=2, b=0,003 und a=0,15 gewahilt.

In der Abbildung erkennt man, dass die 20

Werte in nach 0 sinken, jedoch die (EE)W
Werte sy nicht. 5 50
Man kann durch solche Experimente zur

Vermutung kommen, dass eine
Epidemie durch Mangel an Infizierten und nicht durch Mangel an Suszeptiblen
aufhort. Diese Vermutung kann mit Hilfe eines kontinuierlichen Modells noch
weiter untersucht werden.



Kontinuierliches Modell: §=—b‘8‘l, ﬂ=b-8‘l—a‘l, @=a‘l
dt dt dt

Daraus ergibt sich: Q:M = _1+§.l
dS -b-S-1 b S
Durch Integration erhalt man: I:—S+%-In(8)+c (c konstant)

Damit ist I+S—%-In(S) =c konstant und es gilt

I+S—%-In(S):c:IO+SO—%-In(SO)

Durch Umformen erhélt man I(t): 40 1Y
a S
I(t) =—=-In(=—)-S+Sq +I
)=y In(g,)=5+S0 f2(x)=E'(ln(x)—ln(sﬂ))—x+sﬂ+i0

Die Bedingung I(t)=0 (die Anzahl der /—\
Infizierten ist 0) bedeutet das Aufsuchen g ] (103,925
3.925

1

1
der Nullstellen der Funktion. ( ?
10 / ‘@

Die zugehdérige Gleichung kann jedoch
auch nur in Einzelfallen numerisch geldst
werden.

Far unser Beispiel erkennt man die beiden Nullstellen am Graphen (Beginn und
Ende der Epidemie). Ein erheblicher Anteil der Suszeptiblen wurde nach diesem
Modell nicht infiziert.

3.2 Ein historisches Problem: Bernoullis Risikoabschatzung fur die
Pockenimpfung

Daniel Bernoulli (1700-1782) fihrte um 1760 eine zu dieser Zeit Uberzeugende
mathematische Argumentation fir die ZweckmaBigkeit der damals Ublichen Art der
Pockenimpfung, der sogenannten Variolation. Diese Form der Immunisierung wurde
bereits im Altertum in China und Indien angewendet. Dabei wurde der zu
immunisierenden Person Flissigkeit aus einer Pustel einer pockenkranken Person in
die Haut eingeimpft. Im ginstigen Fall wurde die Person (nach leichter Erkrankung)
dauernd immun, es gab dabei allerdings auch schwere Erkrankungen und Todesfalle.

Bernoullis Argumentation setzte sich durch, wurde aber angeblich von d”Alembert
kritisiert. Trotzdem war die etwas spater von Jenner eingefthrte Impfung mit
Kuhpockenserum ein groBer Fortschritt (Risiko wesentlich geringer).

Ziel der Modellierung: Nachweis, dass die Lebenserwartung steigt.

Modell:

Ausgangspunkt ist die Anzahl |y der zum Zeitpunkt t=0 geborenen Personen, einer
sogenannten Kohorte. Von diesen Personen seien nach n Jahren noch |, am Leben
und von diesen wiederum X, nicht pockenkrank aber infizierbar (suszeptibel). Flr t=0
ist Xo=lo.

10



Lebende (I)
Suszeptible (x) y Infizierte
\ Infektion /
Tod durch andere Tod durch
Ursachen Pocken

-\ /.

Die Anzahl der Neuinfektionen ist proportional zur Anzahl der Suszeptiblen mit der
Infektionsrate b:  b-x,

Die Anzahl der Pockentoten ist proportional zur Anzahl der Neuinfizierten mit der
Sterberate p (altersunabhéngig): p-b-x,

Die Anzahl der Todesfélle durch andere Ursachen betrifft sowohl Infizierte wie auch
nicht Infizierte mit der Sterberate s, (altersabhangig — ,Sterbetafel ohne Pocken®):
Snln

<«

Ziel der Berechnung:

Bekannt sind |, (,Sterbetafel”, in der die Pockensterbefélle enthalten sind) sowie die
Konstanten b und p (Schatzung). Gesucht ist die Folge k, (,bereinigte Sterbetafel” -
der Tod durch Pocken ist darin eliminiert) und die ,bereinigte Lebenserwartung®.

Diskretes Modell:
Xps1 =Xp =D Xp =Sy - X,
lht1 =l —p-b-xn—sq I,
Gegeben ist also I, (unter Einfluss von Pocken). Berechnung von s, aus der zweiten

Gleichung mit s, = Ih ~lh+1 =P-0- Xy bzw. 1-s, = It +P-b-Xp

In In
Mit diesem Wert s, (Sterberate ohne Pocken) kann x,,1 aus der ersten Gleichung
berechnet werden.

Die bereinigte Sterbetafel erhalt man dann durch die Folge k.1 =k, -(1-s,).

Berechnung im Spreadsheet:

Die Konstanten sind in den Zellen b1 und b2 gespeichert.

Die Werte k, werden in der Spalte G berechnet.

Far |, wird hier (willkirlich) eine lineare Abnahme verwendet. (Die historischen Werte
sind ohnedies nicht vorhanden und we lich ist hier nur der Vergleich I, mit kp.)

E F G
1 | 1000 —(d1-d2- | =di
p.b.et)/d1
2 | =et(1-b-f1) | =(d2-d3- =g1.(1-f1)
p.b.e2)/d2
3 | =e2(1-b-f2) | =(d3-d4- =g2.(1-f2)
p.b.e3)/d3

11



Im Diagramm erkennt man, dass die |1 100 .
Werte von k tber den Werten von | \
liegen. D. h., dass zu jedem
Zeitpunkt die Kohorte nun zu jedem
Zeitpunkt eine gréBere Anzahl
aufweist.

Berechnung der Lebenserwartung:

Ublicherweise wird der Begriff 100
Lebenserwartung stochastisch
definiert als Erwartungswert einer
Zufallsvariablen.

Hier einfacher: Lebenserwartung L als durchschnittliche Anzahl von Lebensjahren
pro Person der Kohorte:

Summe der insgesamt gelebten Jahre
Anzahl der Personen

L=

Die Sterbetafel enthalt keine Informationen, In
wie sich die Anzahl der Lebenden zwischen ~
den Beobachtungszeitpunkten entwickelt.

Dazu ein einfaches Modell (Skizze): ~
Die Anzahl der Lebenden ist stlickweise \

konstant und &ndert ihren Wert jeweils zur v
Jahresmitte. \

Damit ergibt sich: ~

1 1 0 1
L=— (=g +ly +1l5 +1lz +...
N (20 1+l +l3 +..)

(Analog zur Sehnentrapezregel.)

Far die obige Berechnung ergibt sich (wegen der linearen Abnahme) ein Wert L=20,
der bereinigte Wert betragt ca. 23.

Kontinuierliches Modell:
Statt der Folgen im diskreten Modell sollen nun x(t), I(t) und s(t) differenzierbare
Funktionen sein.
Wir erhalten die Gleichungen:
(1) x'(t) =-b-x(t)—s(t)-x(t)
(2) I'(t)=-s(t)-I(t)—p-b-x(1)

Analog zum diskreten Modell sind wieder I(t) (,Sterbetafel”) sowie die Konstanten b
und p (Schatzung) vorgegeben. Gesucht sind die Funktion Kk(t) ,bereinigte
Sterbetafel” (Tod durch Pocken eliminiert) und die ,bereinigte Lebenserwartung®.

Bei diesem Problem ist interessant, dass die Gleichungen I6sbar sind und eine
Funktion gefunden werden kann, mit der k(t) direkt aus I(t) und den Konstanten p und
b berechnet werden kann.
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Es sei x(0)=I(0)=N (Gr6éBe der Kohorte am Beginn)

Wir fihren die Funktion v(t) = % (»Anteil der Suszeptiblen®) ein und berechnen v’:
_xXHA=I'x _(-b-x-s-x)-1-(=s-1-p-b-x)-x _—b-x-I+p-b-x2 2

v'(t) 2 2 2 =—b-v+p-b-v

Die Gleichung v'(t) =—b-v(t)-(1—p-v(t)) mit v(0)=1 kann man I6sen. Es ergibt sich:

1
b-t

V()= —————
p+(1-p)-e

Die gesuchte ,bereinigte Sterbetafel” k(t) ist die Lésung des Anfangswert-Problems
k'(t) =—s(t)-k(t) mit k(0)=1(0)=N

Daher brauchen wir eigentlich s(t). Wir werden aber sehen, dass eine explizite

Berechnung von s(t) nicht notwendig ist.

X L .
Aus V=T folgt x=I-v und x'=I"v+Vv’l

Damit gilt: X _tvavid T v _ |——b+p-b-v
X l-v | v |
Aus Gleichung (1) folgt s=-2_b = —lT—p-b-v
X
Daraus ergibt sich kF:—s = —IT—p-b-v und durch Integration:

Ink(t)+c=Inl(t) +p-b-j.v(1:)d1:

Unter Berlcksichtigung voon k(0)=I(0) kann k(t) ausgerickt werden:
k(t)=I(t)-exp(p-b- 't[v(r)dt)

Wenn man I(t) kennt, go kann man direkt mit dieser Formel k(t) berechnen.

Wir wahlen wie im diskreten Modell eine lineare Funktion far I(t) und rechnen mit
einem CAS (Verwendung der Variablen x fir die Zeit):

Zunéchst wird v(t) berechnet 1 Fertig
und anschlieBend wird der ‘»’(I)'=—
j pH1-ple’™
Ausdruck fir p-b- | v(t)dt auf
; o e follp-1ye-pl-sd
h(x) gespeichert. ,
Hi={in{(p-1)-e? )} -2) Fertg
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Festlegung der Funktion I(t) Ilx):=1000-25-x Fertig
und k(t):

AnschlieBend werden die k(x):=!(x)-eh(x:| A
Werte p und b eingesetzt und
die Graphen von I(x) und g(x) ) (1000-25+x)-®*- _ L
dargestellt. (p-1)-e2*-p
g(x):=}f(x)|b=.1 and p=.2 Fertig
exact(glfx:l:l X
-125+{x-40)-e 1°
&
1et041
Literatur:

Hastings, A.; Population biology; Springer-Verlag, 1997

Karch, R.; Kompartmentmodelle in der Pharmakokinetik; Medozinische Universitat
Wien, 2006

Murray, J.D.; Mathematical Biology; Springer-Verlag, 2002

Noébauer, W., Timischl, W.; Mathematische Modelle in der Biologie, Verlag Vieweg,
1979

Schoberleitner, F.; Skriptum in der Lehrerfortbildung, PI-00, 2006

Schoberleitner, F.; Unveroffentlichtes Skriptum flr Lehrerfortbildung

14




